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となることはご存知だろうか？
　大学以上の数学では証明可能であるが，高校数学の範
囲でこれを証明するのは非常に困難である．しかし，こ
れを元にした入試問題は多く存在する．これに関連して，
“和の有界性”を示す問題，つまり，「和 Sn < (定数 )を
示せ」という問題の解法をまとめてみよう．

　問題 1.　 1
2

1 kk

n

=
Â < 2を示せ．

　何も誘導がないパターンは，09 東大後期総合科目Ⅱの
一部などがある．右辺が nによらない定数であるから，
帰納法は不向きで，面積を用いるのが最も簡明である．

解 　n = 1では明らかに成り

立つので，n ≥ 2とする．

　 1
2

1 kk

n

=
Â は，右図の太線で囲

まれた部分の面積である．

y
x

=
1
2   (x > 0)は単調減少で

あるから，
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と評価できる．これで示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　少し誘導を付けると，数Ⅲを用いずに証明できる．

　問題 2.　k2 > k(k - 1)  (k ≥ 1)を用いて， 1
2

1 kk

n

=
Â < 2

　　を示せ．

解 　n = 1では明らかに成り立つので，n ≥ 2とする．

　k ≥ 2のとき，与えられた不等式の逆数をとると，
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となる．これを用いると，
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が成り立つ．これで示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　問題 1と同様，k = 1だけを別にして足さなければな

らなかった．これを避けるよう誘導を変化させてみよう．

　問題 3.　 k k k2 2 1

4
1> - ≥( ) を用いて， 

1
2

1 kk

n

=
Â < 2

　　を示せ．

解 　与えられた不等式の逆数をとると，
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となる．これを用いると，
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が成り立つ．これで示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　さらに，少し変わった誘導もある (09 岩手大などに類
題がある )．

………
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　問題 4.　数列 {an}の第 n項が

 　 a
nn =
1
2   (n ≥ 1)

　　で与えられている．
　　（１）　自然数mに対し，
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22 2 1m n ma< £ -( )

　　　となる nの個数を求めよ．

　　（２）　（１）を利用して， 1
2

1 kk

n

=
Â < 2を示せ．

解 　（１）　 a
nn =
1
2  を代入して，
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 2m - 2m - 1 = 2m - 1

である．
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Â とおく．（１）で得た
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を用いると，N ≥ 1に対し，
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である．
　{Sn}は増加数列なので，すべての nで
 Sn < 2

が成り立つことが分かる．これで示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　和の有界性証明の主な方法はこのようなものである．
いずれも面白い誘導だが，1. 64493 ………に収束するも

のを“2未満”と評価しているのだから，精度が良いと
は言い難い．
　精度を上げるための 1つの方法は，最初のいくつかの

項をマジメに足すことである．実際，問題 1,2でも

k = 1の部分はそのままにしていた．
　次の 03 防衛大の問題は，ちょっとマジメに足さなけ
ればならないような誘導になっている．その中で，“Sの
収束”を仮定していることに注意しよう．

　問題 5.　級数 S
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　　は収束することが分かっている． S および T の
　　第 n 項までの部分和をそれぞれ Sn ,Tn とする
　　とき，次の問いに答えよ．
　　（１）　T の値を求めよ．
　　（２）　すべての自然数 n に対し，等式 

　　　T T
nn- =-1
1 が成り立つことを示せ．ただし， 

　　　T0 = 0 とする．
　　（３）　すべての自然数 n に対し，不等式

　　　 S S
nn- £
1

 が成り立つことを示せ．

　　（４）　不等式 1. 3 < S < 1. 7 を示せ．

解 　（１）　部分分数分解して部分和 TNを計算すると，
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（２）　（１） より，
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である．
（３）　（２） がヒントになるはずだから，

 S - Sn ≤ T - Tn - 1

を示す方向で考える．
　S,T が実数として存在することを仮定しているので，
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となる．ここで，各項について，
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（４）　Sn > 1. 3 となるまで n に代入していくと，
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である．以上で示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　評価の精度はかなり良くなったが，代入して部分和を
計算していくのは少し面倒である．

　次は，問題 1での“面積による評価”の精度を上げ

てみよう．

　問題 6.　次の問いに答えよ．

　　（１）　自然数 kに対し， dx
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　　（２）　（１）を利用して， 1 5
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解 　（１）　積分を計算することで，

 

dx

x x
k k k

k

k

k

k

k

21

2

1

2

1

2

1

2

2

2

1 1
1

2

1
1

2

1
1

4
1

-

+

-

+

Ú =
-È

Î
ÍÍÍ

˘

˚
˙̇
˙

=
-

-
+

=
-

>

となる．これで示された．
（２）　n = 1では明らかに成り立つので，n ≥ 2とする．
　（１）を k ≥ 2に適用して，
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＊　　　　　　　　　　＊

　（１）は，問題 3で用いた不等式 k k k2 2 1

4
1> - ≥( ) 

と同じ評価である．そのまま（２）を考えると，問題 3

と同様， 1
2

1 kk

n

=
Â < 2しか示すことはできなかったはずで

ある．そこで，問題 1と同様に，k = 1の長方形だけそ

のままにして足していったのである．

　では，問題 6（１）の意味は何であろうか．図形化し

てみると，以下の通りである：

……… ………

　図の上半分のように，長方形達を右に 1

2
だけずらす (最

も左のものは除く )．そして，図の下半分のように，長

方形を台形に等積変形する (接線を利用 )と， y
x

=
1
2 の

凸性から，（１）の不等式が成り立つことが分かる．
＊　　　　　　　　　　＊

　 1 5

32
1 kk

n

=
Â <  = 1. 666………は，真の値 1. 64493 ………に

かなり近く，良い評価である．しかし，入試問題の中には，
もっとすごい問題がある．最後に，ギリギリの評価：
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 を示す問題を紹介しよう．(05 富山医薬大 )

　問題 7.　n = 1,2,……… に対して，
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　　（１）　n = 1,2,……… に対して， 
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　　（２）　k,l = 1,2,……… に対して， 
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　　（３）　I1 を求めよ．
　　（４）　n = 2,3,……… に対して， In - In - 1 を 

　　　n を用いて表せ．

　　（５）　n = 1,2,……… に対して， 1
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　　　が成立することを示せ．

解 　（１）　偶関数であることを利用して，
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0

sin
p

である．さらに，部分積分により，
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（２）　「積→和」公式から
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（３）　（１）で n = 1として，a1 = 2pである．（１）と（２）
を用いて計算すると，
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（４）　まず，In - In - 1の被積分関数を，“和と差の積”
で因数分解してから，展開すると，
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（５）　（４）から {In}の階差数列が得られたので，（３）
で求めた初項と合わせて，Inが分かる．n ≥ 2のとき
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（よしだ　のぶお，予備校講師）


