
数学集中講義

数値の評価について1　～式変形から多項式近似まで～

吉田　信夫

　東大，京大などの入試問題では，何らかの関係式を利

用して数値を評価するものがある (「概算」でなく，「評

価」)．特に 2009年の東大（理科）において顕著であった．

　ここで，数値評価の手段を大雑把に分類すると，

　　Ⅰ）式変形などの工夫（根性？）による評価

　　Ⅱ）多項式による評価

　　Ⅲ）その数値に収束する数列による評価

である．東大の問題を通じて，これらを確認しよう．

　問題  1.　（１）　実数 xが - 1 < x < 1,x π 0を
　　　みたすとき，次の不等式を示せ．
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　　（２）　次の不等式を示せ．

 　0. 9999101 < 0. 99 < 0. 9999100

　問題  2.　ep > 21を示せ．ただし，p = 3. 14………
　　は円周率，e = 2. 71………は自然対数の底である．

　問題  3.　 sin ,a a
p

= < <
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 のとき， 
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a
<  が成り立つことを示せ．

　問題  4.　円周率が 3. 05 より大きいことを証明せよ．

　問題  1,4は順に，2009年第５問，2003年第６問で

ある．問題  2,3はそれぞれ 1999年第６問，2009年第
６問の解答過程で現れる評価である．

問題  1.　（１）は (関数 )(関数 )なので，logをとれば示せる．
（２）では，（１）の xに何を代入するかを考える．

解 　（１）　- 1 < x < 1より，示すべき式の対数をとる

ことができるので，
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を示せば良い．- 1 < x < 1において

 f(x) = log(1 + x) + (1 - x)log(1 - x)

とおくと，示すべき式は，両辺に xをかけることで，

 f(x) > 0  (x > 0) , f(x) < 0  (x < 0)

となる．ゆえに，これを示せば良い．
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　∴ f¢(x) ≥ 0  (- 1 < x < 1)

より，f(x)は単調増加する．f(0) = 0より，

 f(x) > 0  (x > 0),f(x) < 0  (x < 0)

が成り立つ．以上で示された．
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となり，右半分は示された．
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となり，左半分も示された．

＊　　　　　　　　　　＊
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　 注　この作業を限りなく繰り返すと， 111  に収

　束する．これが“Ⅲ）”の考え方である．

問題  2.　まず“Ⅰ）：計算による証明”を 2つ与える．
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より，ep > 21を示すには，
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を示せば良い．

 3 ∑ 7
3
 = 1029 > 1000

より，(#)が成り立つので，ep > 21 は成り立つ．

解 ２　3
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を示せば良い．
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より，(*)を示すには，
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つまり，

 4log102 + 67log103 > 33　………　(%)

を示せば良い．
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 ∑ 10　より　4log103 > 3log102 + 1 

　∴ log102 > 0. 3,log103 > 0. 475

となるから，

 4log102 + 67log103 > 33. 025 > 33

であり，(%)が成り立つ．よって， ep > 21 は成り立つ．

＊　　　　　　　　　　＊

　“Ⅰ）”に必要なものは「想像力」，「逆算する力」と「代

入する決断力」であろうか．同様の形式は…

　例題　（１）　2つの正の実数 a,b  (a < b)に対し，
　　　次の不等式を示せ．
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　　（２）　次の不等式を示せ．
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解 　（１）　a > 0,b > 0,a < bより，
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であり，左半分も示された．

（２） ab a b= + =111
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となる a,bは，解と係数の関係から逆算して，
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　次に，“Ⅱ）：多項式による評価”を行う．

　epを，y = ex上の点 (p,ep)の y座標と考え，直線を

利用して評価しよう．

解 3　y = exのグラフ Cは

下に凸であるから，(3,e3)に

おける Cの接線

 y = e3x - 2e3

との上下関係から，

 ex ≥ e3x - 2e3

が成り立つ (等号は x = 3でのみ成り立つ )．

　x = pを代入して，

 ep > e3(p - 2) > (2. 7)
3
(1. 1) = 21. 6513 > 21

が成り立つ．

＊　　　　　　　　　　＊

　理論的な工夫のおかげで，計算上の工夫はほぼ不要と

なった． 解 ３の議論を精密化すると，『平均値の定理』

を用いた論証になる．

解 ４　exで平均値の定理より，
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　 注　この場合，上からの評価もできる：
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　これが“真の 1次近似”である．

　　ちなみに，ep ≒ 23. 14である．

問題  3.　“半角と 5倍角”
では苦しい．“Ⅱ）”の考え

方により，十分小さい xで

 sinx ≒ x

である（y = xは sinxの原

点における接線）．aはかなり小さい角度であるから，
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と考えられる．これを精密化した不等式を証明する．
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である (等号は x = 0でのみ成り立つ）．ゆえに，f(x)は

単調増加であり，f(0) = 0であるから，
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問題  4.　pをどう見るかによって様々な方法がある．

解 1　“単位円に内接する正 n 角形の周の長さの半分”

を Lnとおく (n ≥ 3)と，
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であり，常に Ln < pである．

　L12を考えて，以下を得る：
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　 注　{Ln}の極限は pである．

解 2　sinx < x  (x > 0)　………　(*)

を示す．そのために，

 f(x) = x - sinx  (x ≥ 0)

とおく．すると，

 f¢(x) = 1 - cosx ≥ 0

より，f(x)は単調増加で，f(0) = 0より，

 f(x) ≥ 0  (x ≥ 0)　(等号は x = 0でのみ成立 )

が成り立つ．よって，(*)が示され，これにより，
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が成り立つ（ 解 １と同じ評価）．
　 注　3次式を用いて上からの評価が可能である：

 x x x x- < >
1

6
03 sin ( )　………　(#)

　を示そう．そのために，
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　から，g¢(x)は単調増加で，g¢(0) = 0より，

 g¢(x) > 0  (x > 0)

　が成り立つ．g(x)は単調増加で，g(0) = 0より，

 g(x) ≥ 0  (x ≥ 0)　(等号は x = 0でのみ成立 )

　であり，(#)が成り立つ． x =
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＊　　　　　　　　　　＊

　 解 １,２の考え方は順に“Ⅲ）”，“Ⅱ）”である．最

後に，「2006年広島大」を参考にした解答を挙げる．

解 ３ p >
-8 3

2
 (= 3. 13………)

を示せば十分である．

　まず，Oを中心とする単

位円の第 1象限の部分と，
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囲まれる部分の面積 T は
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　次に，放物線 Cの (0,1)と
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　両辺正より，2乗の差をとると．
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　上下関係から，S > T となるので，
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が成り立つ．以上で示された．

＊　　　　　　　　　　＊

　最後に，面積を用いて，上から評価してみよう．

　放物線 y x= -1
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2  は，頂点が (0,1)であり，
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と，上から評価できる．

（よしだ　のぶお，予備校講師）
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