
　仰々しいタイトルであるが，まず，「距離」について
考察しよう．距離とは，2点をつなぐ最短経路 (線分 )

の長さであり，2点が A(a1,a2),B(b1,b2)であれば，

 = a - b + a - bAB ( ) ( )1 1
2

2 2
2

が距離である．これはユークリッド幾何学での距離で
あって，実は，これだけが距離というわけではない．
　例えば，球面上での距離
は，2点を球面上で結ぶ最
短経路の長さであり，それ
は 2点を結ぶ「大円の弧」
になることが知られている
(地球上の 2点を結ぶ最短
経路は，トンネルを掘って，
線分でつないだものである
が，地表上しか移動できな
いことにすると，大円が最
短になる )．ここで，「大円」
とは「球の中心を通る平面
で球を切ったときに得られ
る円」のことである．球面上の 2点 A,Bを通る大円は，
平面 OABと球の交わりとして得られる．ただし，A,B

が球の直径の両端 (例えば北極と南極 )であれば，3点
O,A,Bは同一直線上にあり，平面OABは定まらない．
このときは，3点を含むどんな平面で切って得られる大
円の弧 (経線 )でも等長である．
　この事実を実感できる問題がある．2008年の京都大
の問題である．

　 問題 1.　地球上の北緯 60∞ 東経 135∞ の地点を A ，

　北緯 60∞ 東経 75∞ の地点を B とする． A から B に
　向かう２種類の飛行経路 R1,R2 を考える． R1 は
　西に向かって同一緯度で飛ぶ経路とする．R2 は地
　球の大円に沿った経路のうち飛行距離の短い方と
　する． R1 に比べて R2 は飛行距離が 3 ％以上短く
　なることを示せ．ただし地球は完全な球体である
　とし，飛行機は高度 0 を飛ぶものとする．また必
　要があれば，三角関数表 (省略 )を用いよ．
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解 　半径は 1として良い．ま
た，地軸のまわりに回転して，A,

B の東経を 60∞,0∞ としても同じ
結果になる．
　経路 R1,R2 の飛行距離をそれ
ぞれ l1,l2 とする．また，地球
の中心を O とし，北緯 60∞ の円
の中心を C とする．

　北緯 60∞ の円の半径は 1

2
R であり，–ACB = 60∞ より，
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から，
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である．cos28. 5∞ = 0. 8788,cos29∞ = 0. 8704より
 28. 5∞ < –AOB < 29∞

なので，

 

である．
　以上から，
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となり，題意は示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　距離を測りたい対象によっては，ユークリッド的距離
では考えられないときも
ある．他には，「マンハッ
タン距離」と呼ばれるも
のがある．アメリカの
ニューヨークにあるマン
ハッタン島は，京都のよ
うに「碁盤の目」状の街
並みである．縦横方向の

球面上だけを移動する
　ときの最短経路

赤道以外の緯線は，
最短経路ではない！

大学への数学　16 年 1 月号　掲載



集中講義～距離～

2

み移動できるとして，マンハッタンでの最短経路とはど
んなものになるだろうか？
　2点 A,Bを結ぶ最短経路は図のようになる．2点が
A(a1,a2),B(b1,b2)であれば，A,B間のマンハッタン
距離は
 |a1 - b1 | + |a2 - b2 |
となる．
　この距離は次のような形で現れる：
　『原点Oからのマンハッタン距離が 1である点 P(x,y)

の存在範囲を図示せよ．』と言われたら…
 |x | + |y | = 1

ということなので，
・x ≥ 0,y ≥ 0のとき，x + y = 1

・x < 0,y ≥ 0のとき，- x + y = 1

・x < 0,y < 0のとき，- x - y = 1

・x ≥ 0,y < 0のとき，x - y = 1

となり，図示すると右の通り．
　マンハッタン距離での
「単位円」が正方形になっ
たのである！
　マンハッタン距離を空間
でも考えることができる．
空間で原点からのマンハッ
タン距離が 1である点の存在範囲は，
 |x | + |y | + |z | = 1

という方程式で表され，これは正八面体である．
　この距離を利用してキレイな図を描かせる問題があ
る．2013年の大阪大の問題である．

　 問題 2.　不等式

 1 ≤ ||x | - 2|+ ||y | - 2| ≤ 3

　の表す領域を xy平面上に図示せよ．

解 　考える領域は x軸，y軸，原点について対称にな

るので，x ≥ 0,y ≥ 0の部分を考えれば，全体のことも
分かる．このとき，
 1 ≤ |x - 2|+ |y - 2| ≤ 3

である．これは，
 1 ≤ |x|+ |y| ≤ 3

を x方向，y方向とも 2だけ
平行移動して得られる図形な
ので，x ≥ 0,y ≥ 0に注意し
て図示すると右のようになる．
これを対称移動して貼り合わ

せることで，考えるべき領域は次のようになる．

＊　　　　　　　　　　＊
　面白い図を描くことができた！
　ここまで見てきたように，「距離」というものにも色々
あることが分かる．ここまでは図形的に考えられる距離
であるが，距離の概念を拡大解釈し，図形的意味から離
れて抽象的に距離を考えることもある．
　集合 Xの 2つの要素 a,bに対する，Xにおける a,b

間の距離 d(a,b)というものを考えよう．
　ユークリッド距離では，平面内の 2点 A(a1,a2),

B(b1,b2)に対し，

 d(A,B) = = a - b + a - bAB ( ) ( )1 1
2

2 2
2

である．
　球面上の距離では，球面上の 2点 A,Bに対し，
 d(A,B) = (A,Bをつなぐ大円の弧の長さ )

である．
　また，マンハッタン距離では，平面内の 2点A(a1,a2),

B(b1,b2)に対し，
 d(A,B) = |a1 - b1 | + |a2 - b2 |

である．
　抽象的には，集合 Xの 2つの要素 a,bに対して
d(a,b)という実数値を定義する関数で，
　1)　d(a,b) ≥ 0

　2)　d(a,b) = 0となるのは，a = bのときであり，かつ，
　　そのときに限る
　3)　d(b,a) = d(a,b)

　4)　d(a,b) + d(b,c) ≥ d(a,c)

を満たすものが「距離」である．ここで，4)は「三角不
等式」である．
　ここまでの例では，すべて上記が成り立っていること
は容易に確認できる．
　次に，かなり特殊な距離を紹介しよう．図形的な距離
でなく，上記を満たす関数としての「距離」である．

和が
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【 からの距離】

　実は，この距離は p進法 (いまは 2進法 )と密接な関
係がある．先ほどの a = 49,b = 25を 2進表記すると
 a = 110001,b = 11001

となるのだが，a - bで n = 3となったのは，2進表記で
下 3桁が一致しているからである．つまり，
 a = 32 + 16 + 0 + 0 + 0 + 1,

 b = 16 + 8 + 0 + 0 + 1

なので，差をとると 8の倍数だが，16の倍数でない．こ
のとき，a,bの距離を

 d(a,b) = 
1

8

としたのである．
＊　　　　　　　　　　＊

　これをテーマにした入試問題が存在する．2015年の信
州大の医学部 (後期 )の問題である．

　 問題 3.　p を素数とする．自然数m を，p で割り

　切れない整数 a と整数 n ≥ 0 を用いて
 m = apn

　と表すとき，fp(m) = p- n と定める．
　（１） 自然数 k,l に対し，
 fp(kl) = fp(k)fp(l)

　であることを証明せよ．
　（２）自然数 k, l に対し，
 fp(k + l) ≤ max{fp(k),fp(l)}

　であることを証明せよ．ただし，実数 a, b に対し
　てmax{a,b} は a,b のうち小さくない方を表す．

　（３） S = 2n
i=

n
i-

1

1S とおく． lim f S + k =( ) 0
n

n2
Æ•

となる

　自然数 k をすべて求めよ．

解 （１）k = apm,l = bpn

とおく．ただし，a,bは pで割り切れない整数で，m,n

は 0以上の整数である．すると，
 fp(k) = p- m,fp(l) = p- n 

 kl = abpm + n

である．pは素数なので，abは pで割り切れず，
 fp(kl) = p- (m + n) = fp(k)fp(l)

である．以上で示された．
（２） （１）と同じおき方をする．
　m < nのとき，max{fp(k),fp(l)} = fp(k)で，

　整数全体の集合 Zで距離を定義するのである．何でも
良いので好きな素数 pをとる．ここでは，簡単のために
p = 2としておこう．
　2つの異なる整数 a,bについて，
 a - b = A ∑ 2n  (Aは奇数，nは 0以上の整数 )

となる A,nが存在する (a - bが 2でちょうど n回割り
切れる )．このとき，
 d(a,b) = 2- n

と定める．a = bのときは
 d(a,b) = 0

と定める (0は 2で何回でも割り切れるので，n = ∞と考
えよ )．
　例えば，a = 49,b = 25としたら，
 a - b = 24 = 3 ∑ 23　\　d(a,b) = 2- 3

である．
 b - a = - 3 ∑ 23　\　d(b,a) = 2- 3

であることから分かるように，3)は成り立つ．
　1)の d(a,b) ≥ 0は明らかで，2)を満たしていること
も容易に分かる．
　では，4)はどうだろうか？これも満たしていれば，晴
れて Zでの距離として認定される．
　a,b,cを整数とする．同じものがあれば 4)は明らか
に成り立つ．ゆえに，すべて異なるとして，
 a - b = A ∑ 2l,b - c = B ∑ 2m,a - c = C ∑ 2n

とおく．ただし，A,B,Cは奇数で，l,m,nは 0以
上の整数である．
　前２つの両辺を足すと
 a - c = A ∑ 2l + B ∑ 2m

となる．
　l > mとすると，
 a - c = (A ∑ 2l - m + B)2m

となり，A ∑ 2l - m + Bは奇数なので，
 d(a,c) = 2- m = d(b,c)

である．
　l < mのときは d(a,c) = d(a,b)である．
　l = mのときは，
 a - c = (A + B)2l

で，A + Bは偶数であるから，n ≥ l + 1となり，
 d(a,c) = 2- n ≤ 2- l - 1 < d(a,b)

である．
　よって，いずれの場合も
 d(a,b) + d(b,c) ≥ d(a,c)

が成り立ち，4)も満たす．
　よって，この d(a,b)は Zでの「距離」となる．
　差が 2で何回割り切れるか，その回数が多いほど aと
bの距離は近いのである．a,bの偶奇が不一致のときに
距離は最も遠く，d(a,b) = 1である．
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 k + l = (a + bpn - m )pm

である．a + bpn - mが pで割り切れないので，
 fp(k + l) = p- m = max{fp(k),fp(l)}

より，成り立つ．
　m > nのときも同様に成り立つ．
　m = nのとき，
 k + l = (a + b )pm

である．a + bが pの倍数でないなら，
 fp(k + l) = p- m = max{fp(k),fp(l)}

が成り立つ．a + bが pの倍数なら，
 fp(k + l) ≤ p- (m + 1) < max{fp(k),fp(l)}

が成り立つ．
　以上で示された．

（３） S =
-

-
= -

2 1

2 1
2 1n

n
n

である．
　k = 1のとき，

 lim lim limf S + = f = =( 1) (2 ) 2 0
n

n
n

n

n

- n
2 2

Æ• Æ• Æ•

である．
　k > 1のとき，
 k - 1 = a ∑ 2

m  (aは奇数で，mは 0以上の整数 )

とおく．すると，十分大きい nに対し，
 Sn + k = 2n + a ∑ 2

m = (2n - m + a)2m

において 2n - m + aは奇数なので，
 f2(Sn + k) = 2- m (nによらず一定 )

となる．ゆえに，

 lim limf S + k = =( ) 2 2 0
n

n
n

- m - m
2 π

Æ• Æ•

である．
　以上から，k = 1である．

＊　　　　　　　　　　＊
　（１），（２）は問題に入る前の議論に近い．p = 2なら
 d(a,b) = f2(|a - b|)  (a π b)

となっており，特に，（２）は三角不等式に対応している．

　では，（３）で得られた lim lim limf S + = f = =( 1) (2 ) 2 0
n

n
n

n

n

- n
2 2

Æ• Æ• Æ•
= 0は何を意味

しているのだろうか？「距離」の言葉では

 lim d S - =( , 1) 0
n

n
Æ•

となっている．「nが限りなく大きくなるとき，Snと -1

の距離が限りなく 0に近づく」である．
　実は，極限というものは，「距離の測り方」に依存す
る概念である．普段考えている極限は，2つの実数 a,b

の距離 d(a,b) = |a - b |をもとにしている．この距離で
測って「限りなく近づく」と言っているのである．
　整数の世界で特別な距離の測り方を考えている状況で

は，先ほどの結果は

 lim S = - 1
n

n
Æ•

と言っても良いのである！つまり，
 1 + 2 + 22 + 23 + ……… = - 1

である．2進法で書くと
 - 1 = ………11111　(………は 1が無数に続く )

である．こんな「特別な極限」を定義することもでき，
このように概念を抽象化していくことで，数学の世界は
どこまでも広がっていくのである．
　ちなみに，通常の極限では
 1 + 2 + 22 + 23 + ……… = •

である．
　ところで，Snは
           Sn = 1 + 2 + 22 + ……… + 2n - 1

 - ) 2Sn =         2 + 22 + ……… + 2n - 1 + 2n

      - Sn = 1 - 2n

から導くことができる．これと同様に考えて…

 S = 1 + 2 + 22 + 23 + ………
　とおくと，
 2S =      2 + 22 + 23 + ………
　なので，差をとって S = - 1となり，
 1 + 2 + 22 + 23 + ……… = - 1

　である．

などとやってしまったことはないだろうか？
　通常の数学では間違いで，「収束するか分からないん
だから，極限を Sとおくことは許されないんだ」と注意
されるはずである．さらに，「例えば，

 =0. 33333
1

3
ººº

を考えるときは，収束するから
 x = 0. 33333………
とおけるけど…」とも言われるだろう．

 =0. 33333
1

3
ººº

では，通常の距離で考えているので，右にいくほど「小
さい」から収束する．一方，ルール違反とされる
 - 1 = ………11111

も，左にいくほど「小さい」ような特別な距離で考えたら，
「収束する」と見なせたのである．
　上記のおかしな計算も，「特別な距離を考えているか
ら収束するんだ！」と主張することができるのである．
このように，既存の常識にとらわれず，無茶な議論を正
当化していくことも，数学を発展させる原動力となるの
である．

（よしだ　のぶお，予備校講師）




